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Введение 


Данное пособие предназначено для подготовки к выполнению за- 
дания С2 ЕГЭ по математике. Его целями являются: 

— показ примерной тематики и уровня трудности геометрических 
задач, включенных в содержание ЕГЭ; 

— проверка качества знаний и умений учащихся по геометрии, их 
готовность к сдаче ЕГЭ; 

— развитие представлений учащихся об основных геометрических 
фигурах и их свойствах, формирование навыков работы с рисунком, 
умений проводить дополнительные построения; 

— повышение вычислительной культуры учащихся. 

Пособие содержит задачи на нахождение углов между прямыми 
в пространстве, прямой и плоскостью, двумя плоскостями; нахожде- 
ние расстояний от точки до прямой, от точки до плоскости, между 
двумя прямыми. Наличие рисунков помогает лучше понять условия 
задач, представить соответствующую геометрическую ситуацию, на- 
метить план решения, провести дополнительные построения и вычис- 
ления. 

Для решения предлагаемых задач требуются знание определений 
тригонометрических функций, формул для нахождения элементов 
треугольника, теоремы Пифагора, теоремы косинусов, умение прово- 
дить дополнительные построения, владение координатным и вектор- 
ным методами геометрии. 

Каждая задача оценивается исходя из двух баллов. Один балл на- 
числяется за правильное построение или описание искомого угла или 
расстояния. Также один балл начисляется за правильно проведенные 
вычисления и правильный ответ. 

Вначале предлагается диагностическая работа на нахождение уг- 
лов и расстояний для различных многогранников. Для тех, кто хочет 
проверить правильность решения предложенных задач или убедиться 
в верности полученного ответа, приводятся решения задач, как пра- 
вило, двумя различными способами и даются ответы. Затем, для за- 
крепления рассмотренных методов решения задач, предлагаются тре- 
нировочные работы на нахождение углов и расстояний для каждого 
из рассмотренных в диагностической работе видов фигур. 

В случае успешного решения этих задач можно переходить к вы- 
полнению заключительных диагностических работ, содержащих зада- 
чи разных типов. 


4 Введение 


В конце пособия даны ответы ко всем задачам, а также помеще- 
ны два приложения. Первое содержит задачи на изображение сече- 
ний многогранников и нахождение их площадей. Второе — задачи на 
изображение тел вращения и нахождения их объемов и площадей по- 
верхностей. Предлагаемые задачи предназначены для углубленного 
изучения геометрии. Их целью является развитие пространственных 
представлений учащихся, выработка умений проводить дополнитель- 
ные построения на изображениях пространственных фигур, находить 
площади плоских фигур в пространстве, находить объемы и площади 
поверхности пространственных фигур. К каждой задаче предлагает- 
ся рисунок, который помогает лучше понять условие задачи, пред- 
ставить соответствующую геометрическую ситуацию, наметить план 
решения, провести дополнительные построения и вычисления. 

Отметим, что лучшим способом подготовки к ЕГЭ по геометрии 
являются систематические занятия по учебнику геометрии. Данное 
пособие не заменяет учебника. Оно может быть использовано в ка- 
честве дополнительного сборника задач при изучении геометрии 
в 10—1 классах, а также при организации обобщающего повторения 
или самостоятельных занятиях геометрией. 


Диагностическая работа 


1.1. В единичном кубе А...Р; найдите угол между прямыми АВ, 
иВС!. 


р: С 
А, 


С 


А 


1.2. В единичном кубе А...О. найдите угол между прямыми РА: 
иВО.. 


1.3. В правильной треугольной призме АВСА\ В: С, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите косинус угла между прямыми АП; и СЕ1, где 
иЕ, — соответственно середины ребер А: С; и В: С. 
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2.1. В правильной шестиугольной призме А...Р, все ребра которой 
равны 1, найдите угол между прямой АР и плоскостью ВСС}. 


2.2. В правильной шестиугольной призме А...Ё,, все ребра которой 
равны 1, найдите угол между прямой СС; и плоскостью ВРЕ\. 


2.3. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСО, все ребра 
которой равны 1, найдите синус угла между прямой ВЕ и плоскостью 
$АБ, где Е — середина ребра 5С. 


Диагностическая работа ид 


3.1. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите угол между плоскостями АЕЁЕ, и РЕЕ, . 


3.2. В единичном кубе А...П, найдите тангенс угла между плоско- 
стями АБД; и ВОС!. 


3.3. В правильной треугольной призме АВСА\ В: С, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите косинус угла между плоскостями АСВ! и ВА\С1. 


8 Диагностическая работа 


4.1. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки А до прямой 21 Ё\. 


4.2. В единичном кубе А...). найдите расстояние от точки А до 
прямой ВБ,. 


с 


4.3. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСПЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние от точки ЕЁ до прямой ВС, где С — середина ребра $С. 


Диагностическая работа. 9 


5.1. В единичном кубе А...О; найдите расстояние от точки А до 
плоскости ВРА\ . 


р, с 


А 


5.2. В правильной шестиугольной пирамиде $АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние от точки А до плоскости 5ВС. 


5.3. В правильной шестиугольной призме А...Р1, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки А до плоскости ВЕЕ1. 
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6.1. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСР, все ребра 
которой равны 1, найдите расстояние между прямыми 5А и ВС. 


5, 


А. 


6.2. В единичном кубе А...О; найдите расстояние между прямыми 


АВ; и ВС1. 
р, 
дав") 


[7 


(6) 
А 


6.3. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние между прямыми АА, и СЁ,. 


Решения задач 1.1—1.3 диагностической работы 


1.1. Первое решение. Прямая АР. параллельна прямой ВС! и, сле- 
довательно, угол между прямыми АВ\ и ВС, равен углу В1АП:. Тре- 
угольник В! АБ; равносторонний и, значит, угол В: АБ; равен 60°. 


Второе решение. Введем систему координат, считая началом коор- 
динат точку А, осями координат — прямые АВ, АО, АА;. Вектор АВ. 
имеет координаты (1, 0, 1). Вектор ВС, имеет координаты (0, 1,1). 
Воспользуемся формулой нахождения косинуса угла ф между векто- 
рами АВ: и ВС. Получим с05ф = : и, значит, угол ф равен 60°. Сле- 
довательно, искомый угол между прямыми АВ! и ВС, равен 60°. 


Ответ. 60°. 
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1.2. Первое решение. Рассмотрим ортогональную проекцию АБ; 
прямой ВП, на плоскость АБО; . Прямые АР; и РА! перпендикулярны. 
Из теоремы о трех перпендикулярах следует, что прямые РА; и ВБ; 
также перпендикулярны, т.е. искомый угол между прямыми РА, 
и ВП, равен 90°. 


Второе решение. Введем систему координат, считая началом коор- 
= 
динат точку А, осями координат — прямые АВ, А, АА\. Вектор РА: 


имеет координаты (0, —1, 1). Вектор ВБ. имеет координаты (-—1, 1, 1). 
Скалярное произведение этих векторов равно нулю и, значит, иско- 
мый угол между прямыми РА, и ВБ, равен 90°. 


р, С 


Ответ. 90°. 
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1.3. Первое решение. Обозначим ДР и ЕЁ, соответственно середины 
ребер АС и А В\. 


Прямые ОС, и РЕ, будут соответственно параллельны прямым АБ: 
и СЕ,. Следовательно, угол между прямыми АП; и СЕ! будет равен 
углу С.ОЁ. Треугольник С,ОЁЕ, равнобедренный, С\0 = РЕ = 5, 
СЁ = 3. Используя теорему косинусов, получаем со; (С.Е: =0,7. 

Второе решение. Введем систему координат, считая началом коор- 
динат точку А, как показано на рисунке. Точка С имеет координаты 
(=, 53,0), точка 2, имеет координаты (+= 4 53,1), точка Е! имеет 
координаты (5. 5, 1). Вектор АБ, имеет координаты (:, 38, 1) 
Вектор СЁ, имеет координаты (:, 58, 1). Косинус угла между пря- 


мыми АБ; и СЕ, равен косинусу угла между векторами АБ: и СЁ. 
Воспользуемся формулой нахождения косинуса угла ф между векто- 
рами. Получим созф =0,7. 


Ответ. 0,7. 


Тренировочная работа 1. 
Угол между прямыми 


1. В кубе А...2; найдите косинус угла между прямыми АВ и СА1. 


2. В правильном тетраэдре АВСР точка Е — середина ребра СО. 
Найдите косинус угла между прямыми ВС и АЕ. 


р, 


В 


3. В правильной треугольной призме АВСА, В! С, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите косинус угла между прямыми АВ и СА... 
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4. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСЬ, все ребра ко- 
торой равны 1, точка Е — середина ребра $0. Найдите тангенс угла 
между прямыми 5$В и АЕ. 


А В 


5. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите косинус угла между прямыми АВ и ЕЕ! . 


6. В правильной шестиугольной призме А...Е,, все ребра которой 
равны 1, найдите косинус угла между прямыми АВ; и ВС,. 
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7. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите косинус 
угла между прямыми $8 и АЕ. 


5 


8. В правильной шестиугольной пирамиде ЗАВСРЕР, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите косинус 
угла между прямыми 58 и АР. 


Решения задач 2.1—2.3 диагностической работы 


2.1. Решение. Пусть О — центр нижнего основания призмы. Пря- 
мая ВО параллельна АР. Так как плоскости АВС и ВСС, перпендику- 
лярны, то искомым углом будет угол ОВС. Так как треугольник ОВС 
равносторонний, то этот угол будет равен 60°. 


Ответ. 60° 


2.2. Решение. Так как прямые ВВ! и СС, параллельны, то искомый 
угол будет равен углу между прямой ВВ1 и плоскостью ВШЕ;. Пря- 
мая ВР, через которую проходит плоскость ВРЕ|, перпендикулярна 
плоскости АВВ! и, значит, плоскость ВРЕ, перпендикулярна плоско- 
сти АВВ}. Следовательно, искомый угол будет равен углу А, ВВу, т.е. 
равен 45°. 


Ответ. 45°. 


2.3. Решение. Через вершину 5 проведем прямую, параллельную 
прямой АВ, и отложим на ней отрезок 5Е, равный отрезку АВ. В тетра- 
эдре 5ВСЕ все ребра равны 1 и плоскость ВСЕ параллельна плоскости 
5АР. Перпендикуляр ЕН, опущенный из точки Е на плоскость ВСЕ, 
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6 з 
равен половине высоты тетраэдра, т.е. равен 6: Угол между прямой 


У2 


ВЕ и плоскостью 5$Ар равен углу ЕВН, синус которого равен 3. 


5 Е 


Ответ. —. 


Тренировочная работа 2. 
Угол между прямой и плоскостью 


1. В кубе А... найдите тангенс угла между прямой АС! и плоско- 
стью ВОО! . 


С, 


2. В кубе А...Р; найдите синус угла между прямой АВ и плоско- 
стью СВ1 1. 


3. В правильном тетраэдре АВСР точка Е — середина ребра ВР. 
Найдите синус угла между прямой АЕ и плоскостью АВС. 


р, 
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4. В правильной треугольной призме АВСА\ В! С, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите тангенс угла между прямой ВВ! и плоскостью 
АВ1С1. 


5. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСР, все ребра ко- 
торой равны 1, найдите синус угла между прямой ВР и плоскостью 
$ВС. 


А В 


6. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСОЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите синус 
угла между прямой ВС и плоскостью $АР. 
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7. В правильной шестиугольной призме А...Р\, все ребра которой 
равны 1, найдите угол между прямой АА, и плоскостью ВСЁ! . 


8. В правильной шестиугольной призме А...Е1, все ребра которой 
равны 1, найдите синус угла между прямой ВС! и плоскостью АЕЕЁ,. 


Решения задач 3.1—3.3 диагностической работы 


3.1. Первое решение. Так как плоскость РСС; параллельна плос- 
кости РЕЕ!, то искомый угол равен углу между плоскостями АЕЁ, 
и ЕСС;. Так как плоскости АЕЁ, и ЕСС, перпендикулярны плоскости 
АВС, то соответствующим линейным углом будет угол АЕС, который 
равен 60°. 


Второе решение. Так как плоскость АЁЁ, параллельна плоскости 
ВЕЕ\, то искомый угол равен углу между плоскостями ВЕЕ, и РЕЕ,. 
Так как плоскости ВЕЕ, и ОЕЕ, перпендикулярны плоскости АВС, 
то соответствующим линейным углом будет угол ВЕР, который ра- 
вен 60°. 


Ответ. 60°. 

3.2. Решение. Так как плоскость АБР; параллельна плоскости 
ВСС;, то искомый угол равен углу между плоскостями ВСС; и ВОС!. 
Пусть Е — середина отрезка ВС! . Тогда прямые СЕ и ОЕ будут перпен- 
дикулярны прямой ВС, и, следовательно, угол СЕР будет линейным 
углом между плоскостями ВСС, и ВОС,. Треугольник СЕР прямо- 


угольный, катет СР равен 1, катет СЕ равен 2. Следовательно, 
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18 (СЕР = У2. 


Ответ. У2. 

3.3. Пусть РЕ —линия пересечения данных плоскостей, Е — се- 
редина отрезка РЕ, С — середина отрезка А\С!. Угол СЕВ: является 
линейным углом между данными плоскостями. В треугольнике СЕВ. 
имеем: 


Ответ. 5. 


Тренировочная работа 3. 
Угол между двумя плоскостями 


1. В кубе А...О. найдите тангенс угла между плоскостями АВС 
и СВ: 1. 


2. В кубе А..., найдите косинус угла между плоскостями ВА, Су 
иАВ:,. 


[е1 


3. В правильной треугольной призме АВСА/ В, С\, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите тангенс угла между плоскостями АВС и СА} В. 
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4. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСР, все ребра ко- 
торой равны 1, найдите косинус угла между плоскостями $Ар и 5ВС. 


5. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСР, все ребра ко- 
торой равны 1, найдите косинус двугранного угла, образованного гра- 
нями 5ВС и $СР. 


6. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСПЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите косинус 
угла между плоскостями $ВС и $ЕЕ. 
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7. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСПЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите косинус 
угла между плоскостями 5АР и $ВС. 


8. В правильной шестиугольной призме А...ЁЕ,, все ребра которой 
равны 1, найдите тангенс угла между плоскостями АВС и РВ: ЕЁ. 


Решения задач 4.1—4.3 диагностической работы 


4.1. Решение. Так как прямая Г:ЁР\ перпендикулярна плоскости 
АРЕ,, то отрезок АЕ, будет искомым перпендикуляром, опущенным 
из точки А на прямую 2. Е1. Его длина равна \/2. 


Ответ. /2. 
4.2. Первое решение. Искомым перпендикуляром является высота 
'АН прямоугольного треугольника АВГ, в котором 


АВ=1, АП, = У2, ВР; = УЗ. 
Для площади $ этого треугольника имеют место равенства 
25 = АВ-АБ = ВВ1-АН. 


Откуда находим АН = 56. 


Второе решение. Искомым перпендикуляром является высота АН 
прямоугольного треугольника АВГ, в котором 


АВ=1, АБ; = У2, Вр, = \З. 
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Треугольники ВАБ} и ВНА подобны по трем углам. Следовательно, 
АР, : ВР, = АН : АВ. 


Откуда находим АН = 5, 
Третье решение. Искомым перпендикуляром является высота АН 
прямоугольного треугольника АВГ\, в котором 


АВ=1, АБ, = У2, Вр, = УЗ. 
6 


Откуда зт АВР! = 3_ И, следовательно, 


5 


АН = АВ-5т АВН = 5. 


Ответ. 


4.3. Искомое расстояние от точки Е до прямой ВС равно высоте 


У6 


ЕН треугольника ЕВС, в котором ЕВ = Еб = УЗ, Вб = 
542 
4. 


. По теореме 


Пифагора находим ЕН = 


Тренировочная работа 4. 
Расстояние от точки до прямой 


1. В единичном кубе А...Р, найдите расстояние от точки В до пря- 
мой РА\ . 


с 


2. В правильной треугольной призме АВСА, В; С;, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите расстояние от точки В до прямой АС, . 


3. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние от точки 5 до прямой ВЕ. 
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4. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние от точки В до прямой $А. 


5 


А 


5. В правильной шестиугольной призме А...Еу, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки В до прямой А; Е!. 


6. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки В до прямой А! Б!. 
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7. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки В до прямой ЕЁ\. 


8. В правильной шестиугольной призме А...Е,, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки В до прямой Ар. 


Решения задач 5.1—5.3 диагностической работы 


5.1. Первое решение. Пусть О — середина отрезка ВР. Прямая ВР 
перпендикулярна плоскости АОА\. Следовательно, плоскости ВРА\ 
и АОА, перпендикулярны. Искомым перпендикуляром, опущенным 
из точки А на плоскость ВРА1, является высота АН прямоугольного 
треугольника АОА|, в котором 

АА, =1, АО= У, од, = №9. 
Для площади $ этого треугольника имеют место равенства 
25 = АО-АА, = ОА, -АН. 


д 
Откуда находим АН = 53. 


Второе решение. Пусть О — середина отрезка ВО. Прямая ВР 
перпендикулярна плоскости АОА:. Следовательно, плоскости ВРА\ 
и АОА; перпендикулярны. Искомым перпендикуляром, опущенным 
из точки А на плоскость ВРА;, является высота АН прямоугольного, 
треугольника АОА\, в котором 


АА; =1, АО= У, ол, = 56. 
Треугольники АОА, и НОА подобны по трем углам. Следовательно, 
УЗ 


АА; : ОА, =АН: АО. Откуда находим АН = —5—. 

Третье решение. Пусть О — середина отрезка ВО. Прямая ВО 
перпендикулярна плоскости АОА;. Следовательно, плоскости ВРА, 
и АОА: перпендикулярны. Искомым перпендикуляром, опущенным 
из точки А на плоскость ВА}, является высота АН прямоугольного 
треугольника АОА\, в котором 


Решения задач 5.1: 


У6 


Откуда эт САОА, 3 И следовательно, 


3 диагностической работы 33 


АН = АО-зт АОН = 58. 

Ответ. 8, 

5.2. Первое решение. Пусть О — центр основания пирамиды. Пря- 
мая АО параллельна прямой ВС и, значит, параллельна плоскости 
$ВС. Следовательно, искомое расстояние равно расстоянию от точки 
О до плоскости 5ВС. Пусть С — середина отрезка ВС. Тогда прямая 
ОС перпендикулярна ВС и искомым перпендикуляром, опущенным 
из точки О на плоскость 5ВС, является высота ОН прямоугольно- 


2,56=—, 


$0 =У3. Для площади $ этого треугольника имеют место равенства 


У5 
58. 


го треугольника 50С. В этом треугольнике Об = 


25=06-50 =5С-ОН. Откуда находим ОН = 


5 


Второе решение. Пусть О — центр основания пирамиды. Прямая 
АО параллельна прямой ВС и, значит, параллельна плоскости $ВС. 
Следовательно, искомое расстояние равно расстоянию от точки О до 
плоскости $ВС. Пусть С — середина отрезка ВС. Тогда прямая ОС пер- 
пендикулярна ВС и искомым перпендикуляром, опущенным из точки 
О на плоскость 5ВС, является высота ОН прямоугольного треугольни- 
ка $ОС. В этом треугольнике 


УЗ 


ов= 9, 56= 315 


2? 

Треугольники $ОС и ОНС подобны по трем углам. Следовательно, 

50:56 =ОН: ОС. Откуда находим ОН = 
15 


Ответ. —5^. 


50 = УЗ. 
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5.3. Первое решение. Пусть О и 0; — центры оснований призмы. 
Прямая АО; параллельна плоскости ВЕРЕ, и, следовательно, расстоя- 
ние отточки А до плоскости ВЕЕ, равно расстоянию от прямой АО, до 
плоскости ВРЕ;. Плоскость АОО; перпендикулярна плоскости ВЕЁЕ: и, 
следовательно, расстояние от прямой АО, до плоскости ВЕЁ! равно 
расстоянию от прямой АО! до линии пересечения СС: плоскостей 
АОО: и ВЕЕ;. Треугольник АОО, прямоугольный, АО = 00, =1, 
Сб —его средняя линия. Следовательно, расстояние между прямы- 
ми АО; и СС, равно половине высоты ОН треугольника АОО,, т.е. 


равно и ы 


Второе решение. Пусть С — точка пересечения прямых АР и ВЕ. 
Угол между прямой Ар и плоскостью ВЕЕ, равен углу между прямыми 
ВС и ВС; и равен 45°. Перпендикуляр АН, опущенный из точки А на 


плоскость ВЕЕ., равен АС -з1 45°. Так как Аб = 0,5, то АН= и 


Тренировочная работа 5. 
Расстояние от точки до плоскости 


1. В единичном кубе А...Р; найдите расстояние от точки А до плос- 
кости СВ. 


с 


2. В единичном кубе А... найдите расстояние от точки А до плос- 
кости ВОС. 


3. В правильной треугольной призме АВСА\ В! С, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите расстояние от точки А до плоскости ВСА, . 
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‘а 5. Расстояние от точки до плоскости 


4. В правильной треугольной призме АВСА\ В: Су, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите расстояние от точки А до плоскости СА. В1. 


А 


5. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВС, все ребра ко- 
торой равны 1, найдите расстояние от точки А до плоскости $СО. 


А. В 


6. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние от точки А до плоскости $РЕ. 


5, 
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7. В правильной шестиугольной призме А...Еу, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки А до плоскости РЕА; . 


8. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки А до плоскости РЕЁ. 


Решения задач 6.1—6.3 диагностической работы 


6.1. Решение. Прямая ВС параллельна плоскости $АР, в которой ле- 
жит прямая 5А. Следовательно, расстояние между скрещивающимися 
прямыми 5А и ВС равно расстоянию от прямой ВС до плоскости 5АР. 


Пусть Е и Е соответственно середины ребер АР и ВС. Тогда ис- 
комым перпендикуляром будет высота ЕН треугольника $ЕЕ. В тре- 
угольнике 5ЕЁ имеем: 


высота 50 равна 2. Для площади 5 треугольника 5ЕЁ имеют место 
равенства 


25 = ЕР-50 = $Е.ЕН, 
6 
из которых получаем ЕН = 96: 
6 

Ответ. 18. 

6.2. Решение. Плоскости АВ:0; и ВОС, в которых лежат данные 
прямые, параллельны. Следовательно, расстояние между этими скре- 
щивающимися прямыми равно расстоянию между соответствующи- 
ми плоскостями. 
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Диагональ СА; куба перпендикулярна этим плоскостям. Обозна- 
чим Еи Е точки пересечения диагонали СА; соответственно с плоско- 
стями АВ: О; и ВОС,. Длина отрезка ЕЁ будет равна расстоянию меж- 
ду прямыми АВ; и ВС,. Пусть О и О, соответственно центры граней 
АВСР и А\В: С: куба. В треугольнике АСЕ отрезок ОЕ параллелен 
АЕ и проходит через середину АС. Следовательно, ОЕ — средняя ли- 
ния треугольника АСЕ и, значит, ЕЁ = РС. Аналогично доказывается, 
что О\Е — средняя линия треугольника А! С1Е и, значит, А1Е = ЕР. Та- 
3 


ким образом, ЕЁ составляет одну треть диагонали СА\, т.е. ЕЕ 


Ответ. 3. 


6.3. Решение. Расстояние между скрещивающимися прямыми АА; 
и СЕ, равно расстоянию между параллельными плоскостями АВВ! и 


СЕЁ\, в которых лежат эти прямые. Оно равно 58. 


Тренировочная работа 6. 
Расстояние между двумя прямыми 


1. В единичном кубе А...О; найдите расстояние между прямыми 
ВА и ОВ). 
р. 


с 
Ва. 
—_ ° 
А В 
2. В правильной треугольной призме АВСА, В, С,, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите расстояние между прямыми СС, и АВ. 


С 


А, В, 


АЕ 


3. В правильной треугольной призме АВСА\ В, Су, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите расстояние между прямыми АВ и СВ1. 


С, 
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4. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСЬ, все ребра ко- 
торой равны 1, найдите расстояние между прямыми 5В и АС. 


5. 


А. я 


5. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСЬ, все ребра ко- 
торой равны 1, найдите расстояние между прямыми 5А и СО. 


5 


А. В 

6. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСРЕЕ, стороны ос- 

нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние между прямыми 5$В и АЕ. 
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7. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСОЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние между прямыми $В и АЕ. 


5 


А В 


8. В правильной шестиугольной призме А...Е/, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние между прямыми ВВ! и ЕЁ, . 


Диагностическая работа 1 


1. В кубе А...2, найдите угол между прямыми ВА\ и В:01. 


2. В правильной треугольной призме АВСА, Ви Су, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите косинус угла между прямыми АВ; и ВС, . 


С, 
и. | 
А `В 


3. В правильной шестиугольной призме А...Еу, все ребра которой 
равны 1, найдите косинус угла между прямыми АВ, и ОС,. 
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4. В кубе А... найдите синус угла между прямой А!) и плоско- 
стью АСВ\. 


с 


5. В правильной шестиугольной пирамиде $АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите синус 
угла между прямой АВ и плоскостью $ВС. 


5 


6. В правильной шестиугольной призме А...Е,, все ребра которой 
равны 1, найдите синус угла между прямой АР, и плоскостью ВСС}. 
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7. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСР, все ребра ко- 
торой равны 1, найдите косинус угла между плоскостями АВС и $СО. 


8. В правильной шестиугольной призме А...Е\ найдите угол между 
плоскостями АЕЁ, и ВСС;. 


9. В кубе А...0; найдите косинус угла между плоскостями АВ: Бу 
и СВ. 01. 
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10. В единичном кубе А...Р; найдите расстояние от точки В до 
прямой РА\. 


с 


11. В правильной шестиугольной призме А...Е1, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки А до прямой ЕВ. 


12. В правильной шестиугольной пирамиде $АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние от точки А до прямой $0. 


5 
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13. В единичном кубе А...0, найдите расстояние от точки В до 
плоскости РА\ С\. 


14. В правильной шестиугольной призме А...Е!, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки А до плоскости ВЕА\1. 


1 
р 
( {6 

А 


В 


15. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние от точки А до плоскости 5СЕ. 
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16. В правильной треугольной призме АВСА, В: С1, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите расстояние между прямыми АА, и ВС. 


С 


17. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние между прямыми ВВ! и СП\. 


18. В единичном кубе А...), найдите расстояние между прямыми 
АВ; и ВБ\. 


Диагностическая работа 2 


1. В кубе А...); найдите угол между прямыми АВ; и ВР\. 


р, С, 
в а 


А 


2. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСР, все ребра ко- 
торой равны 1, точка Е — середина ребра 5С. Найдите тангенс угла 
между прямыми 5А и ВЕ. 


5, 


А. 


3. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите косинус угла между прямыми АВ; и ВП. 
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4. В кубе А...О найдите синус угла между прямой ОР, и плоско- 
стью АСВ\. 


5. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите синус 
‘угла между прямой АЕ и плоскостью $ВС. 


6. В правильной шестиугольной призме А...Еу, все ребра которой 
равны 1, найдите синус угла между прямой ВС, и плоскостью ВСЁЕ\. 


Диагностическая работа 2 51 


7. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите косинус 
угла между плоскостями АВС и $ЕР. 


8. В правильной шестиугольной призме А...Е, найдите угол между 
плоскостями АЕЁ, и ВОР:. 


9. В кубе А...; найдите тангенс угла между плоскостями АВС 
и РА С1. 


ис 
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10. В правильной треугольной призме АВСА\ В1С\, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите расстояние от точки А до прямой СВ. 


АР 


11. В правильной шестиугольной призме А...ЕРу, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки А до прямой ВЕ; . 


12. В правильной шестиугольной пирамиде $АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние от точки А до прямой $С. 
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13. В единичном кубе А...О; найдите расстояние от точки В до 
плоскости АВ О. 


14. В правильной шестиугольной призме А...Е,, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки А до плоскости СЕЁ,. 


15. В правильной шестиугольной пирамиде $АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние от точки А до плоскости $ВЕ. 
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16. В правильной треугольной призме АВСА\ В! Ст, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите расстояние между прямыми АА, и ВС; . 


АЕ 


17. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние между прямыми ВВ; и ЕЁ\. 


ВА, и В1 1. 
р: С 


Диагностическая работа 3 
1. В правильном тетраэдре АВСР найдите угол между прямыми АВ 


и СО. 
р, 


В 


2. В кубе А...О. найдите тангенс угла между прямыми АВ и РВ,. 


3. В правильной шестиугольной призме А...ЕРу, все ребра которой 
равны 1, найдите косинус угла между прямыми ВА, ирВ;. 


Е р, 


Е 


1 


КР 


С, 
С 
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4. В кубе А...); найдите угол между прямой АС и плоскостью 
ВСР. 


р, с 


т 


5. В правильной шестиугольной пирамиде ЗАВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите синус 
угла между прямой 5А и плоскостью $ВС. 


6. В правильной шестиугольной призме А...Е\, все ребра которой 
равны 1, найдите синус угла между прямой РС, и плоскостью ВСЁЕ\. 
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7. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСО, все ребра 
которой равны 1, точка Е — середина ребра $5С. Найдите угол между 
плоскостями АВС и ВПЕ. 


8. В кубе А...О, найдите угол между плоскостями АВС! и ВСР\. 


с 


9. В правильной шестиугольной призме А...Е;, все ребра которой 
равны 1, найдите угол между плоскостями АВС и ВЕЕ\. 
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10. В единичном кубе А...0. найдите расстояние от точки В до 
прямой АС, . 


11. В правильной шестиугольной пирамиде $АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние от точки А до прямой $В. 


А В 


12. В правильной шестиугольной призме А...Е,, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки А до прямой СЁ|. 
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13. В правильной четырехугольной пирамиде 5АВСЬ, все ребра ко- 
торой равны 1, точка Е — середина ребра $В. Найдите расстояние от 
точки В до плоскости АСЕ. 


14. В правильной треугольной призме АВСА\ В! Ст, все ребра кото- 
рой равны 1, найдите расстояние от точки В до плоскости АВ!С1. 


15. В правильной шестиугольной призме А...Е!, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние от точки А до плоскости СЁА\. 
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16. В единичном кубе А...Р, найдите расстояние между прямыми 
АВи СА\1. 


17. В правильной шестиугольной пирамиде 5АВСРЕЕ, стороны ос- 
нования которой равны 1, а боковые ребра равны 2, найдите расстоя- 
ние между прямыми 5Ви ОР. 


18. В правильной шестиугольной призме А...Ё,, все ребра которой 
равны 1, найдите расстояние между прямыми ВВ; и СЕ,. 
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Диагностическая работа 3 


1. 90°. 2. У2. 3. зв. 4. 30°. 5. 58. 6. 5. 7. 45°. 8. 60°. 9. 45°. 

10.5. 1.705. 12,530. 3.05 м. У, в. У 6.9 у,348. 
3 4 5 7 7 2 4 
КЕ 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


СЕЧЕНИЯ МНОГОГРАННИКОВ 


Диагностическая работа 1 


1. Найдите площадь четырехугольника, вершинами которого 
являются вершины А, С, А;, С, прямоугольного параллелепипеда 
'АВСРА В1С1О! с ребрами которого АВ =4, Ар =3, АА! =4. 


2. Найдите площадь четырехугольника, вершинами которого яв- 
ляются середины ребер АО, ВС, АА1, ВВ! прямоугольного параллеле- 
пипеда АВСРА,В,С,Р, с ребрами АВ=4, Ар=4, АА, =3. 


р, 


3. Найдите площадь четырехугольника, вершинами которого яв- 
ляются середины ребер АВ, ВС, СО, АБ единичного тетраэдра АВСО. 


р, 
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4. Найдите площадь треугольника, вершинами которого являют- 
ся вершины 5, В, 2 правильной четырехугольной пирамиды $АВСР 
с ребрами, равными 1. 


5, 


А 7: 


5. Найдите площадь четырехугольника, вершинами которого яв- 
ляются середины ребер 5А, $В, $С, $2 правильной четырехугольной 
пирамиды 5АВСО с ребрами, равными 1. 


5, 


А В 


6. Найдите площадь четырехугольника, вершинами которого яв- 
ляются середины ребер АС, ВС, А: С,, ВзС, правильной треугольной 
призмы АВСА! В: С; с ребрами, равными 1. 
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7. Найдите площадь треугольника, вершинами которого являются 
вершины Аз, С1, В правильной треугольной призмы АВСА\1В: С, со 
стороной основания 2 и боковым ребром 1. 


8. Найдите площадь четырехугольника, вершинами которого яв- 
ляются вершины В, Е, В:, Е; правильной шестиугольной призмы 
'АВСРЕЕА1 ВСР: Е1Е\ с ребрами, равными 1. 


9. Найдите площадь четырехугольника, вершинами которого яв- 
ляются вершины В, О, В:, О; правильной шестиугольной призмы 
АВСРЕЕА1 В С121Е1Ё\ со стороной основания 1 и боковым ребром 
УЗ. 


Диагностическая работа 2 


1. Изобразите сечение единичного куба А...П., проходящее через 
середины ребер АА\, ВВ, В1С!. Найдите его площадь. 


с 


2. Изобразите сечение единичного куба А...О;, проходящее через 
вершину А и середины ребер ВВ\, ОР\. Найдите его площадь. 


р 


3. Изобразите сечение единичного куба А...О\, проходящее через 
вершины А, С и середину ребра С, О... Найдите его площадь. 


р, с 


Диагностическая работа 2 69 


4. Изобразите сечение единичного куба А...0,, проходящее через 
середины ребер АА|, СС, и точку на ребре АВ, отстоящую от вершины 
Ана 0,75. Найдите его площадь. 


В 


с 


5. Изобразите сечение единичного тетраэдра АВСО, проходящее 
через середины ребер АВ, ВС и Ср. Найдите его площадь. 


р, 


В 


6. Изобразите сечение правильной треугольной призмы АВСА\В1С1, 
проходящее через середины ребер АВ, ВС, А, В:. Все ребра призмы 
равны 1. Найдите его площадь. 


70 Приложение 1. Сечения многогранников 


7. Изобразите сечение правильной шестиугольной призмы 
АВСРЕЕА\ ВСР: Е\Е\, проходящее через вершины А, Р и С:. Все 
ребра призмы равны 1. Найдите его площадь. 


8. Изобразите сечение многогранника, изображенного на рисун- 
ке, проходящее через вершины А, Ви С.. Все двугранные углы много- 
гранника прямые. Найдите его площадь. 


9. Изобразите сечение многогранника, изображенного на рисун- 
ке, проходящее через вершины А, А; и Ро. Все двугранные углы мно- 
гогранника прямые. Найдите его площадь. 


Тренировочная работа 1 


1. Изобразите сечение единичного куба А...Р\, проходящее через 
середины ребер ВВ, ССу, А, В:. Найдите его площадь. 


с 


2. Изобразите сечение единичного куба А...Г., проходящее через 
вершину В и середины ребер АА; СС! . Найдите его площадь. 


р с 


3. Изобразите сечение единичного куба А...О\, проходящее через 
вершины А}, В и середину ребра СС, . Найдите его площадь. 


р, с 
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4. Изобразите сечение единичного куба А...О\, проходящее через 
вершину Р; и середины ребер АВ, ВС. Найдите его площадь. 


[е] 


5. Изобразите сечение единичного тетраэдра АВСО, проходящее 
через середины ребер АР, ВР и ВС. Найдите его площадь. 


ур) 


`В 


6. Изобразите сечение правильной треугольной призмы АВСА\ В1Ст, 
проходящее через вершины Аз, В1 и середину ребра АС. Все ребра 
призмы равны 1. Найдите его площадь. 
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7. Изобразите сечение правильной шестиугольной призмы 
'АВСРЕЕА: ВС, 2. Е1Ё!, проходящее через вершины А, С и П:. Все 
ребра призмы равны 1. Найдите его площадь. 


8. Изобразите сечение многогранника, изображенного на рисун- 
ке, проходящее через вершины А, А} и С.. Все двугранные углы мно- 
гогранника прямые. Найдите его площадь. 


9. Изобразите сечение многогранника, изображенного на рисун- 
ке, проходящее через вершины А, В и С.. Все двугранные углы много- 
гранника прямые. Найдите его площадь. 


Тренировочная работа 2 


1. Изобразите сечение единичного куба А...П:, проходящее через 
вершину А и середины ребер ВС, В1С1. Найдите его площадь. 


р, с 


А: 


2. Изобразите сечение единичного куба А...П\, проходящее через 
середины ребер АА! , СС; и точку на ребре ВВ;, отстоящую от верши- 
ны В на 0,25. Найдите его площадь. 


р с, 


Ау 


3. Изобразите сечение единичного куба А...О;, проходящее через 
вершину А и середины ребер СБ, А, П.. Найдите его площадь. 


р, с 
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4. Изобразите сечение единичного куба А...О;, проходящее через 
середины ребер ВВ, ОП, иточку на ребре АВ, отстоящую от вершины 
Ана 0,75. Найдите его площадь. 


с 


5. Изобразите сечение правильной четырехугольной пирамиды 
5АВСО, проходящее через вершины А, В и середину ребра $С. Все 
ребра пирамиды равны 1. Найдите его площадь. 


5 


А. В 


6. Изобразите сечение правильной треугольной призмы АВСА\ В:С1, 
проходящее через середины ребер АА; ВВ1 и А1С!. Все ребра призмы 
равны 1. Найдите его площадь. 
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7. Изобразите сечение правильной шестиугольной призмы 
АВСРЕЕА. В.С. 2: Е!Е!, проходящее через вершины А, Ви П:. Все 
ребра призмы равны 1. Найдите его площадь. 


8. Изобразите сечение многогранника, изображенного на рисун- 
ке, проходящее через вершины В+, С; и о. Все двугранные углы мно- 
гогранника прямые. Найдите его площадь. 


9. Изобразите сечение многогранника, изображенного на рисун- 
ке, проходящее через вершины А, В и Сз. Все двугранные углы много- 
гранника прямые. Найдите его площадь. 


Диагностическая работа 3 


1. Изобразите сечение единичного куба А...О;, проходящее через 
вершину С и середины ребер АП, А\О;. Найдите его площадь. 


с 


2. Изобразите сечение единичного куба А...О;, проходящее через 
середины ребер А\ В1, СР и точку на ребре АВ, отстоящую от вершины 
А на 0,25. Найдите его площадь. 


с 


3. Изобразите сечение единичного куба А...Р,, проходящее через 
вершины Ал, С, и середину ребра АР. Найдите его площадь. 


с 
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4. Изобразите сечение единичного куба А...О\, проходящее через 
середины ребер АА, СС, и точку на ребре АВ, отстоящую от вершины 
А на 0,25. Найдите его площадь. 


р. 


с, 


5. Изобразите сечение правильной четырехугольной пирамиды 
5АВСО, проходящее через вершины В, С и середину ребра 5А. Все 
ребра пирамиды равны 1. Найдите его площадь. 


5 


А. В 
6. Изобразите сечение правильной треугольной призмы АВСА! В1С1, 
проходящее через вершины В, В\ и середину ребра АС. Все ребра 
призмы равны 1. Найдите его площадь. 
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7. Изобразите сечение правильной шестиугольной призмы 
АВСОЕЕА, В\С1:Е\Е\, проходящее через вершины В, О и Е,. Все 
ребра призмы равны 1. Найдите его площадь. 


8. Изобразите сечение многогранника, изображенного на рисун- 
ке, проходящее через вершины А, В и С.. Все двугранные углы много- 
гранника прямые. Найдите его площадь. 


9. Изобразите сечение многогранника, изображенного на рисун- 
ке, проходящее через вершины А, С и А.. Все двугранные углы мно- 
гогранника прямые. Найдите его площадь. 


Диагностическая работа 4 


1. Изобразите сечение единичного куба А...);, проходящее через 
вершины В, С, О;. Найдите его площадь. 


р, с 


Ау 


2. Изобразите сечение единичного куба А...О:, проходящее через 
середины ребер Ар, В, С! иточку на ребре ВС, отстоящую от вершины 
В на 0,25. Найдите его площадь. 


с 


3. Изобразите сечение единичного куба А...О:, проходящее через 
середины ребер АВ, ВС, СС,. Найдите его площадь. 


р, с 


А, 
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4. Изобразите сечение единичного куба А...);, проходящее через 
вершину В! и середины ребер АО, СО. Найдите его площадь. 


а 


5. Изобразите сечение правильной четырехугольной пирамиды 
ЗАВСР, проходящее через середины ребер А, ВС и $0. Все ребра 
пирамиды равны 1. Найдите его площадь. 


5 


А. В 


6. Изобразите сечение правильной треугольной призмы АВСА! В:С1, 
проходящее через вершины А, В и середину ребра А! С!. Все ребра 
призмы равны 1. Найдите его площадь. 
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7. Изобразите сечение правильной шестиугольной призмы 
АВСОЕЕА, В.С. О. Е, Е, проходящее через вершины С, Е и Е\. Все ребра 
призмы равны 1. Найдите его площадь. 


8. Изобразите сечение многогранника, изображенного на рисун- 
ке, проходящее через вершины А, А! и Сз. Все двугранные углы мно- 
гогранника прямые. Найдите его площадь. 


9. Изобразите сечение многогранника, изображенного на рисун- 
ке, проходящее через вершины А, А; и С.. Все двугранные углы мно- 
гогранника прямые. Найдите его площадь. 


Ответы и решения 
Диагностическая работа 1 
1.20. 2.10. 3.0,25. 4.0,5.5.0,5. 6.0,5. 7.2. 8.2. 9.3. 
Диагностическая работа 2 


2 
1. Сечением является прямоугольник, площадь которого равна 2 я 


2. Сечением является ромб, площадь которого равна ие. 


[41 
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4. Сечением является шестиугольник. Площадь его ортогональной 


1. 
проекции на плоскость АВС равна в, косинус угла между плоскостью 


5/17 


сечения и плоскостью АВС равен 2; Площадь сечения равна 6: 


ут 


5. Сечением является прямоугольник, площадь которого равна 
0,25. 
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7. Сечением является равнобедренная трапеция, площадь которой 


3/7 


равна =. 


8. Площадь сечения равна 3/2. 
1» 1 С. 


9. Площадь сечения равна —>^. 


3/3 
2 
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Тренировочная работа 1 


1. Ответ. 52. 


3. Ответ. 15. 


Ответы и решения 


> 


88 
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7. Ответ. Уб. 


8. Ответ. 2/5. 


9. Ответ. 2/13. 


Ответы и решения 


Тренировочная работа 2 


3. Ответ. 
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5 
4. Ответ. 1т6- 


91 


Ответы и решения 


7. Ответ. 3. 


8. Ответ. 5. 


ь 
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Диагностическая работа 3 


1. Ответ. 55. 


2. Ответ. 


= 


1 
3. Ответ. 18. 


Ответы и решения 


94 
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7. Ответ. Уб. 


8. Ответ. 2/5. 


9. Ответ. 32. 


Ответы и решения 


Диагностическая работа 4 


1. Ответ. У2. 
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9. Ответ. 3. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 2 


ТЕЛА И ПОВЕРХНОСТИ ВРАЩЕНИЯ 


Диагностическая работа 1 


1. Найдите площадь боковой поверхности цилиндра, полученного 
вращением единичного квадрата АВСР вокруг прямой АР. 


р [9 


А в 


2. Найдите площадь боковой поверхности конуса, полученного 
вращением прямоугольного треугольника АВС с катетами АС=ВС=1 
вокруг прямой АС. 


А 


[® `В 


3. Найдите площадь полной поверхности конуса, полученного вра- 
щением равностороннего треугольника АВС со стороной 1 вокруг 
прямой, содержащей биссектрису СР этого треугольника. 


[61 
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4. Найдите объем тела вращения равнобедренной трапеции АВСР 
с боковыми сторонами Ар и ВС, равными 1, и основаниями АВ и СР, 
равными соответственно 2 и 1, вокруг прямой АВ. 


р, 13 


5. Найдите объем тела вращения многоугольника АВСРЕЕ, изоб- 
раженного на рисунке и составленного из трех единичных квадратов, 


вокруг прямой АР. 
Е 
рав 
[3 


А В 


Е 


6. Найдите объем тела вращения многоугольника АВСРЕЕСН, 
изображенного на рисунке и составленного из четырех единичных 
квадратов, вокруг прямой с, проходящей через середины сторон АВ 
и ЕЕ. 


с 
Е . Е 


р 


вы 
© 
о 
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7. Найдите объем тела вращения единичного куба АВСРА. В, С: 
вокруг прямой АА\. 


Р: С 


А, 


8. Найдите объем тела вращения правильной четырехугольной пи- 
рамиды 5АВСР, все ребра которой равны 1, вокруг прямой, содержа- 
щей высоту $Н этой пирамиды. 


5 
А 
А 7: 


9. Все двугранные углы многогранника, изображенного на рисун- 
ке, прямые. Найдите объем тела вращения этого многогранника во- 
круг прямой АР. 


Решения задач диагностической работы 


1. Искомый цилиндр изображен на рисунке. Радиус его основания 
и образующая равны 1. Площадь боковой поверхности этого цилин- 


дра равна 27. 
ие | 
п 


2. Искомый конус изображен на рисунке. Радиус его основания 
равен 1, а образующая равна У2. Площадь боковой поверхности этого 
конуса равна /2л. 


А 


3. Искомый конус изображен на рисунке. Радиус его основания 
равен 0,5, а образующая равна 1. Площадь полной поверхности этого 


конуса равна =^. 
4 
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4. Искомым телом вращения является цилиндр с радиусом осно- 


УЗ в 
вания `` и высотой 1, на основаниях которого достроены конусы, 
высотой 0,5. Его объем равен л. 


р С 
{-} 


5. Искомое тело вращения состоит из двух цилиндров с основани- 
ями радиусов 2 и1, высотой 1. Его объем равен 5л. 


6. Искомое тело вращения составлено из двух цилиндров высотой 
1и радиусами оснований 1,5 и 0,5. Его объем равен 2,5л. 
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7. Искомым телом вращения является цилиндр, радиус основания 
которого равен У2, а высота равна 1. Его объем равен 2. 


8. Искомым телом вращения является конус, радиус основания и 
2 21 
высота которого равны р Его объем равен Е 


9. Искомым телом вращения является цилиндр, радиус основания 
которого равен \/5, а высота равна 2. Его объем равен 10л. 


Тренировочная работа 1 


1. Найдите площадь боковой поверхности цилиндра, полученного 
вращением прямоугольника АВСР со сторонами АВ = 3, ВС =4 во- 
круг прямой АР. 


р С 


А В 


2. Найдите площадь боковой поверхности конуса, полученного 
вращением прямоугольного треугольника АВС с катетами АС = 3, 
ВС =4 вокруг прямой АС. 


А 


[6 В 


3. Найдите площадь полной поверхности конуса полученного вра- 
щением равнобедренного треугольника АВС с основанием АВ=2 и 
боковой стороной, равной 3, вокруг прямой, содержащей биссектрису 
СР этого треугольника. 


(6) 
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4. Найдите объем тела вращения равнобедренной трапеции АВСО 
с боковыми сторонами АР и ВС, равными 1, и основаниями АВ и СО, 
равными соответственно 2 и 1, вокруг прямой СО. 


р, (©) 


А В 


5. Найдите объем тела вращения многоугольника АВСРЕЕ, изоб- 
раженного на рисунке и составленного из трех единичных квадратов, 
вокруг прямой РЕ. 


Е Е 


р 


А В 


6. Найдите объем тела вращения многоугольника АВСРЕЕСН, 
изображенного на рисунке и составленного из четырех единичных 


квадратов, вокруг прямой с, проходящей через середины сторон АН 
и ВС. 
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7. Найдите объем тела вращения единичного куба АВСРА: В, С: 
вокруг прямой с, проходящей через центры граней АВСР и А! В: С! П1. 


АЕ 


8. Найдите объем тела вращения единичного правильного октаэд- 
ра 5’АВСО5” вокруг прямой 5'5". 


5’ 


у. 
9. Все двугранные углы многогранника, изображенного на рисун- 


ке, прямые. Найдите объем тела вращения этого многогранника во- 
круг прямой СР. 


Решения задач тренировочной работы 1 


1. Искомый цилиндр изображен на рисунке. Радиус его основания 
равен 3, а образующая равна 4. Площадь боковой поверхности этого 
цилиндра равна 24л. 


2. Искомый конус изображен на рисунке. Радиус его основания 
равен 4, а образующая равна 5. Площадь боковой поверхности этого 
конуса равна 20. 


3. Искомый конус изображен на рисунке. Радиус его основания 
равен 1, а образующая равна 3. Площадь полной поверхности этого 
конуса равна 4п. 


С, 


Решения задач тренировочной работы 1 1 


4. Искомым телом вращения является цилиндр с радиусом осно- 


Е х 
вания У и высотой 2, на основаниях которого вырезаны конусы, 


высотой 0,5. Его объем равен 1,25л. 


5. Искомое тело вращения является цилиндром с основанием ра- 
диуса 1 и высотой 2. Его объем равен 2л. 


6. Искомое тело вращения является цилиндром с основанием ра- 
диуса 1,5 и высотой 1, на основания которого поставлены два цилин- 
‘дра с основаниями радиуса 0,5 и высотой 1. Его объем равен 2,75п. 


Е, Е 


-} 
В 
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7. Искомым телом вращения является цилиндр, радиус основания 


которого равен 2, а высота равна 1. Его объем равен 0,5л. 


8. Искомое тело вращения состоит из двух конусов с общим осно- 


ванием радиуса ре и высотами, равными 5. Его объем равен Уи, 


к 
9. Искомое тело вращения составлено из двух цилиндров, радиу- 


сы оснований которых равны 2/2, 5, а высоты равны 1. Его объем 
равен 13л. 


Тренировочная работа 2 


1. Найдите площадь поверхности вращения прямоугольника АВСЬ 
со сторонами АВ = 4, ВС =3 вокруг прямой, проходящей через сере- 
дины сторон АВ и СО. 


РБ с 


А `В 


2. Найдите площадь поверхности вращения равностороннего тре- 
угольника АВС со стороной 1 вокруг прямой АВ. 


(9) 


А `В 


3. Найдите площадь поверхности вращения круга радиуса 2 вокруг 
прямой, содержащей его диаметр. 


14 Приложение 2. Тела и поверхности вращения 


4. Найдите объем тела вращения прямоугольной трапеции АВСР 
с основаниями АВ и СО, равными соответственно 2 и 1, и меньшей 
боковой стороной, равной 1, вокруг прямой АВ. 


р (9) 


А В 


5. Найдите объем тела вращения многоугольника АВСРЕЕ, изоб- 
раженного на рисунке и составленного из трех единичных квадратов, 
вокруг прямой ВС. 


Е Е 


А В 


6. Найдите объем тела вращения многоугольника АВСОЕЕСН, 
изображенного на рисунке и составленного из пяти единичных квад- 
ратов, вокруг прямой с, проходящей через середины сторон АВ и ЕЁ. 


с 


р [6] 
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7. Найдите объем тела вращения единичного тетраэдра АВСР во- 
круг ребра АВ. 
р, 


В 


8. Найдите объем тела вращения правильной треугольной призмы 
АВСА! В: Су, все ребра которой равны 1, вокруг прямой АА\. 


С, 


АЕ 


9. Все двугранные углы многогранника, изображенного на рисун- 
ке, прямые. Найдите объем тела вращения этого многогранника во- 
круг прямой АА... 


Решения задач тренировочной работы 2 


1. Искомым телом является цилиндр, радиус основания которого 
равен 2, а образующая равна 3. Его площадь поверхности равна 20х. 


т 
2. Искомое тело вращения составлено из двух конусов с общим ос- 


УЗ 
нованием, радиус которого равен -5-, с высотами по 0,5. Его площадь 
поверхности равна УЗл. 


С, 


3. Искомым телом вращения является шар радиуса 2. Площадь его 
поверхности равна 16л. 


Решения задач тренировочной работы 2 — 17 


4. Искомым телом вращения является цилиндр с радиусом осно- 


вания и высотой, равными 1, на основании которого достроен конус 
4" 
з. 


ур) (9) 


высотой 1. Его объем равен 


5. Искомое тело вращения является цилиндром с основанием ра- 
диуса 2 и высотой 2, из которого вырезан цилиндр с основанием ра- 
диуса 1 и высотой 1. Его объем равен 7л. 


6. Искомое тело вращения является цилиндром с радиусом осно- 
вания 1,5 и высотой 2, из которого вырезан цилиндр с радиусом осно- 
вания 0,5 и высотой 1. Его объем равен 4,257. 
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7. Искомое тело вращения составлено из двух конусов с общим 


основанием радиуса У и высотой 0,5. Его объем равен 0,25п. 


8. Искомым телом вращения является цилиндр, радиус основания 
и высота которого равны 1. Его объем равен м. 


9. Искомое тело вращения составлено из двух цилиндров, радиу- 
сы оснований которых равны 22, \/5, а высоты равны 1. Его объем 
равен 13л. 


Диагностическая работа 2 


1. Найдите площадь поверхности тела, полученного вращением 
единичного квадрата АВСР вокруг прямой АС. 


И) 


А 


2. Найдите площадь поверхности вращения четверти круга радиу- 
са 2 вокруг прямой ОА. 


А 


Го) `В 
3. Найдите объем тела вращения равностороннего треугольника 
АВС со сторонами, равными 1, вокруг прямой, содержащей высоту СН 
этого треугольника. 


(6) 
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4. Найдите объем тела вращения прямоугольной трапеции АВСЬ 
с основаниями АВ и СО, равными соответственно 2 и 1, и меньшей 
боковой стороной, равной 1, вокруг прямой АР. 


р (6 


А В 


5. Найдите объем тела вращения многоугольника АВСРЕЕ, изоб- 
раженного на рисунке и составленного из трех единичных квадратов, 
вокруг прямой с, проходящей через середину стороны ЕЕ и параллель- 
ной прямой АР. 


Е Е 


А В 


6. Найдите объем тела вращения многоугольника АВСРЕЕСН, 
изображенного на рисунке и составленного из пяти единичных квад- 
ратов, вокруг прямой АВ. 


Н, се р С 
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7. Найдите объем тела вращения единичного тетраэдра АВСР во- 
круг прямой с, содержащей высоту ОН этого тетраэдра. 


'В 


8. Найдите объем тела вращения правильной шестиугольной приз- 
мы АВСОЕРА, ВС. Р.Е. Е!, все ребра которой равны 1, вокруг прямой 
АА,. 


9. Все двугранные углы многогранника, изображенного на рисун- 
ке, прямые. Найдите объем тела вращения этого многогранника во- 
круг прямой Ор.. 


Решения задач диагностической работы 2 


1. Искомым телом вращения является объединение двух конусов, 


2 
радиус основания которых и высоты равны “5”. Его площадь поверх- 


ности равна У2л. 
р [@ 


А в 


2. Искомым телом является полушар радиуса 2. Площадь его по- 
верхности равна 12л. 


3. Искомым телом вращения является конус, радиус основания ко- 


‘торого равен 0,5, а высота — СЕ Его объем равен У. 


С, 
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4. Искомым телом вращения является усеченный конус, радиусы 


оснований которого равны 2 и 1, а высота равна 1. Его объем ра- 


7" 
вен 3. 


5. Искомое тело вращения состоит из двух цилиндров, радиусы ос- 
нований которых равны 1,5 и 0,5, а высоты равны 1. Его объем равен 
2,5п. 


6. Искомое тело вращения состоит из трех цилиндров с основани- 
ями радиусов 2, 1, 2 и высотами, равными 1. Его объем равен 9л. 
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7. Искомым телом вращения является конус, радиус основания ко- 


торого равен 58. а высота равна 46. Его объем равен о 


8. Искомым телом вращения является цилиндр, радиус основания 
которого равен 2, а высота равна 1. Его объем равен 4л. 


9. Искомое тело вращения составлено из двух цилиндров, радиу- 
сы оснований которых равны 2/2, /5, а высоты равны 1. Его объем 
равен 13л. 


Диагностическая работа 3 
1. Найдите площадь поверхности тела вращения ромба АВСР со 
сторонами, равными 1, и острым углом 60°, вокруг прямой АС. 
р с 


А В 
2. Найдите площадь поверхности вращения полукруга радиуса 3 
вокруг прямой ОС, перпендикулярной диаметру АВ. 
[2 


А 5 В 


3. В равнобедренном треугольнике АВС АС = ВС =1, ХС = 120°. 
Найдите объем тела вращения этого треугольника вокруг прямой АВ. 


[63 
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4. Найдите объем тела вращения прямоугольной трапеции АВСЬ 
с основаниями АВ и СО, равными соответственно 2 и 1, и меньшей 
боковой стороной, равной 1, вокруг прямой с, содержащей среднюю 
линию этой трапеции. 


5. Найдите объем тела вращения правильного шестиугольника 
АВСПЕЕ со стороной 1 вокруг прямой АР. 


Е, р 


.А\ В 


6. Найдите объем тела вращения многоугольника АВСРЕЕСН, 
изображенного на рисунке и составленного из пяти единичных квад- 
ратов, вокруг прямой ЕР. 


Н! С р с 
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7. Найдите объем тела вращения правильной шестиугольной пира- 
миды 5АВСРЕЕ, стороны основания которой равны 1, а боковые ребра 
равны 2, вокруг прямой с, содержащей высоту $Н этой пирамиды. 


5 


Е с 
А В 


8. Найдите объем тела вращения правильной треугольной призмы 
АВСА} ВСу, все ребра которой равны 1, вокруг прямой с, проходящей 
через центры граней АВС и А, В;С\. 


9. Все двугранные углы многогранника, изображенного на рисун- 
ке, прямые. Найдите объем тела вращения этого многогранника во- 
круг прямой с, проходящей через середины ребер А.С, и В›С›. 


° Решение задач диагностической работы 3 


1. Искомым телом вращения является объединение двух конусов с 


общим основанием радиуса 0,5, высоты которых равны 58. Его пло- 
щадь поверхности равна п. 


р с 


А В 


2. Искомым телом является полушар радиуса 3. Площадь его по- 
верхности равна 27л. 


3. Искомое тело вращения составлено из двух конусов с общим ос- 


ИЕ] 


нованием, радиус которого равен 0,5, а высоты равны -5`. Его объем 


УЗл 
12 


равен —^>_. . 
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4. Искомым телом вращения является цилиндр с радиусом осно- 
вания 0,5 и высотой 2, из которого вырезан конус, радиус основания 


и высота которого равны 0,5. Его объем равен т. 


р 


А В 

5. Искомое тело вращения состоит из цилиндра, радиус основания 
которого равен те а высота равна 1, и двух конусов с основаниями 
радиуса 53 и высотой 0,5. Его объем равен л. 


Е, р 


6. Искомое тело вращения является цилиндром с основанием ра- 
диуса 1 и высотой 3. Его объем равен 3Зл. 


Н, а р с 
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7. Искомым телом вращения является конус, радиус основания и 


которого равен 1, а высота — УЗ. Его объем равен У". 


5 


А В 
8. Искомым телом вращения является цилиндр, радиус основания 


которого равен УЗ, а высота равна 1. Его объем равен з. 


й 
“^_/ 


9. Искомым телом вращения является цилиндр, радиус основания 
которого равен 2, а высота равна 2. Его объем равен 4л. 


2» 
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